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Abstract 

We tackle the "relative" Lehmer problem on algebraic subvarieties of a 
multiplicative torus. Generalizing a theorem of F. Amoroso and U. Zan- 
nier, we give a lower bound for the normalized height of a non torsion 
hypersurface in terms of its obstruction index over Q ab , the maximal 
abelian extension of Q. We prove up to s the sharpest conjecture that 
can be formulated. 

Résumé 

Nous abordons le problème de Lehmer « relatif » pour les sous- variétés 
algébriques d'un tore multiplicatif. Généralisant un théorème de F. Amoroso 
et U. Zannier, nous montrons que la hauteur normalisée d'une hypersur- 
face qui n'est pas de torsion est minorée en fonction de son indice d'ob- 
struction sur Q ab , l'extension abélienne maximale de Q. La minoration 
ainsi obtenue correspond à un e-près à la conjecture la plus précise que 
l'on peut formuler dans ce cadre. 



1 Introduction 

Nous nous proposons ici de poursuivre l'étude des minorations de la hauteur 
normalisée des sous-variétés d'un tore amorcée par F. Amoroso et S. David 
dans |AD99j . |AD00| . |ADn3j et |AD04| . Soit n un entier naturel non nul. Nous 
considérons le plongement "naturel" de GJ^ dans P„. La hauteur (normalisée) 
d'un point a = (ai, . . . , a n ) € GJ^ est donc la hauteur de Weil logarithmique 
et absolue (avec la norme du sup aux places archimédiennes) h(a) du point 
projectif (1 : ai : ... : a n ). P. Philippon ( |Phi91j . |Pm94| . |Phi95j ) définit la 
hauteur normalisée d'une sous-variété V de GJ^ par : 

% h({m]V)àeg{V) 
m— >+oo maeg[\ra\V) 

où h(V) (respectivement deg(F)) est la hauteur projective (respectivement le 
degré) de l'adhérence de Zariski de V dans P„, L. Szpiro a également introduit 
le minimum essentiel de V, noté jl ess (V), comme la borne inférieure des nombres 
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réels 9 > tels que l'ensemble des points P G V(Q) de hauteur normalisée 
bornée par 8 soit Zariski-dense dans V . Si V est Q-irréductible, on dispose alors 
de la relation suivante, montrée dans [Zha95a et [Zh a,95h| : 

Uv) < A-.cn < ~ m 



(dim(F) + l)deg(V) " v ' ~ deg(F) ' 
Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable 



suivante, montré encore par S. Zhang (confer Zha92j) : p. ess (V) = (et donc 
h(V) — 0) si et seulement si V est une variété de torsion (i.e. une réunion de 
translatés de sous-tores de GJ^ par des points de torsion). 

Il est donc naturel de chercher à minorer le minimum essentiel (ou la hauteur 
normalisée) d'une variété qui n'est pas de torsion (ou bien imposer des conditions 
géométriques portant sur la dimension du stabilisateur de V). 

Une telle minoration va dépendre des caractéristiques géométriques de la 
variété, par exemple son degré. Cependant, si l'on n'impose aucune condition 
géométrique sur la variété, il faudra également tenir compte de son corps de 
définition. En effet, soit H un sous-groupe de G„ et soit on une suite de points 
de non-torsion dont la hauteur tend vers (par exemple oti = (2 1 /', . . . , 2 1 /*)). 
Alors les variétés V$ := Hou ont toutes même degré àeg(H) mais leur minimum 
essentiel fl eS s(Vi) < h(cti) converge vers 0. 

Le problème consistant à trouver les meilleures bornes inférieures pour le 
minimum essentiel des sous- variétés de G™ est une généralisation d'une célèbre 
question de D. H. Lehmer : existe-t-il un constante c > telle que pour 
tout nombre algébrique a de degré d qui n'est pas une racine de l'unité on ait 
h(a) > c/d? Si l'on ne suppose rien de plus sur a, c'est la meilleure minoration 
possible, étant donné que h(2 1 / d ) — (log2)/d. Dans cette direction, le meilleur 
résultat à ce jour est un résultat de E. Dobrowolski : 

Théorème 1.1. Il existe une constante c > tel que pour tout nombre al- 
gébrique a de degré d(> 2) qui n'est pas une racine de l'unité : 

, , s ^ c ^loglogd x 3 
h{a) > - 



logd 

Cependant F. Amoroso et U. Zannier ont montré dans |AZ00| que l'on a le 
même type de minoration en remplaçant le degré total de a (i.e. d = [Q(a) : Q}) 
par le degré «non abélien» de a (i.e. [Q ab (a) : Q ah ] où Q ah désigne l'extension 
abélienne maximale de Q) . Notre but est de généraliser ce résultat en dimension 
supérieure. 

Dans les problèmes de minoration en dimension supérieure, l'invariant le 
plus fin qui puisse tenir compte de la nature «arithmétique» d'une variété est 
Yindice d'obstruction. Quelques notations sont nécessaires avant d'introduire cet 
invariant. Nous fixons donc Q une clotûre algébrique de Q et nous noterons G" n 
pour GJJj(Q). Soit V une sous- variété de et soit K un sous-corps de Q. Nous 
utiliserons les notations suivantes : Q(V) désignera le corps de définition de V, 
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K(V) le corps K • Q{V) et V la variété définie par : 



V K := |J aV. 



— K 

o-eGal 

Remarquons que deg V~ K = [K(V) : K] deg V. 



Définition 1.2. On appelle indice d'obstruction de V sur K l'entier ujk(V) 
défini par : 

uj k (V) = min {deg(Z )}. 



1 Z = l 



Par exemple, si V est une hypersurface de <G^, ljJk(V) = [K(V) : K] degV. 

F. AMOROSO et S. David énoncent alors une conjecture généralisant le 
problème de Lehmer en dimension supérieure et obtiennent dans cette direc- 
tion le résultat suivant, analogue du théorème de DOBROWOLSKI en dimension 
supérieure : 

Théorème 1.3. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété 
géométriquement irréductible de GJ^ de codimension k qui n'est contenue dans 
aucune sous-variété de torsion. Alors 

ïess(w) > ^Lio g (3 WQ (wor A(fc) 

ljJQ( W ) 

où c(n) et X(k) sont des constantes strictement positives ne dépendant respec- 
tivement que de n et k. 

Nous pouvons ainsi énoncer la conjecture «abélienne» analogue : 
Conjecture 1.4. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété 
géométriquement irréductible de GJ^ qui n'est contenue dans aucune sous-variété 
de torsion. Soit L une extension abélienne de Q. Alors 

où c(n) est une constante strictement positive ne dépendant que de n. 

Dans cette direction, en «combinant» les techniques de [ADQû] et ^ZOO , 
nous obtenons le résultat suivant concernant les variétés de codimension 1 : 
Théorème 1.5. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurface 
géométriquement irréductible de GJ^ qui n'est pas de torsion. Soit L une exten- 
sion abélienne de Q. Alors 

A (W)>^( log2 ^ (W/) V (1+6( " +1)) 

où c(n) est une constante strictement positive ne dépendant que de n. 

Remarquons également que pour les hypersurfaces, on peut attaquer ce 
problème d'un point de vue différent. En effet, dans |AD03j . F. Amoroso et 
S. David obtiennent, en introduisant des hypothèses supplémentaires, une mi- 
noration uniquement de «nature géométrique» . 
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Théorème 1.6. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété 
géométriquement irréductible de G^ de codimension k qui n'est contenue dans 
aucun translaté de sous-tore. Alors 

(less{W) > ^Llog(3^(W0r A W 

où c{n) et X(k) sont des constantes strictement positives ne dépendant respec- 
tivement que de n et k. 

Ce résultat, appliqué aux hypersurfaces, nous indique que si W est une 
hypersurface géométriquement irréductible qui n'est pas le translaté d'un sous- 
tore alors : 

fi e s S (W)>-^%\og(3degW)- sl (1.1) 
deg W 

Pour obtenir un résultat du type Théorème 11 .51 il suffit donc de ne s'intéresser 
qu'aux hypersurfaces qui sont des translatés de sous-tores par des points d'ordre 
infini. Mais dans ce cas on peut facilement se ramener au cas du théorème 
principal de [AZQû] et obtenir : 

Théorème 1.7. Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurface 
géométriquement irréductible de GJ^ qui est le translaté d'un sous-tore par un 
point d'ordre infini. Alors 

h {W)> c ( lo«(2[L(W0=L]) - ' - 
Mess ) - n .^ W ) l v loglog(5[L(VK) : L] 

où c est une constante strictement positive. 

Démonstration. Soient H un sous-tore géométriquement irréductible de 
codimension 1 et et un point d'ordre infini tels que W — olH. En tant que 
sous-tore de G^ de codimension 1, H est donné par une équation du type 
X x = 1 avec A g Z™. Si on pose \x = (/zi, . . . , € N n avec fii = max(0, —Xi) 
et a — a x € Q, alors le polynôme F(X) = X M (X A — a) est une équation de 
W et il est clair que L(M / ) = L(a). D'une part, comme W est une hypersurface, 
on a h(W) = h(F). D'autre part, un simple changement de variables dans les 
calculs de la mesure de Mahler de F nous donne h(F) = h(X — a) = h(a) 
(pour les liens entre la hauteur normalisée des hypersurfaces et la mesure de 
Mahler de leurs équations, voir par exemple, |Phi91| . section 2, partie B). Ainsi 
en appliquant le théorème de [ÂZOOj; on obtient : 



h(W) > 



log(2pL(W0 : L]) 1 ■' 



pL(W) : L] Vloglog(5[L(W0 : L]; 
On conclut alors en utilisant l'inégalité de Zhang. □ 

En utilisant l'inégalité ljl.l|l et le théorème 11.71 on peut donc obtenir un 
résultat du type théorème 11 .51 avec une constante absolue comme exposant du 
terme en «log». Cependant, cette approche du problème ne fonctionne plus 
en codimension supérieure et il faudra sans doute privilégier un raisonnement 
combinant les techniques de [AZOOJ et [AD99J. L'objet de ce papier est donc de 
démontrer le théorème 11.51 nar cette voie. 
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2 Notations et résultats préliminaires 

Soit n un entier naturel non nul. Soient a;, y g GJ^ et soit m G N*. On 
notera : 

xy = (xiyi, ■ ■ ■ , x n y n ) et [m]x = (x™, ■ ■ ■ , x™). 

On désignera par ker[m] le noyau du morphisme de multiplication par m dans 
G™„ i.e. l'ensemble des points dont les coordonnées sont des racines m-ièmes de 
l'unité. Si V est une sous-variété de GJ^, on notera Gy son stabilisateur : 

G V = {xe G™ , xV = V} = f) y~ l V 

yev 

et Gy la composante neutre de Gy. Le stabilisateur de V possède les propriétés 



J v 

suivantes 



dim(VO + l 



dim(Gy) < dim(V) et deg(Gy) < deg(V) 

Par ailleurs, si W est une sous- variété stricte et géométriquement irréductible de 
G^, le degré de son image par le morphisme de multiplication par m vérifie : 

m dim ^àeg{W) _ m dim( - w) - dimGw deg(W) 
deg([m\W) - | ker[m]nGW | " |ker[m]n(G w /G^)| ' 

où l'on a encore noté ker[m] le noyau de la multiplication par m dans GJ^/G^. 
On pourra trouver une démonstration de ces résultats dans [AD99J et [Hin88 . 
Enfin, nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 2.1. Soit W une sous-variété de GJ^ géométriquement irréductible. 
Soient K un corps de nombres, p un nombre premier et £ p une racine primitive 
p-ième de l'unité. Alors l'extension 

est abélienne de degré une puissance de p. De plus, si K.(W, Ç p ) — K([p]W, Ç p ), 
il existe Ç G ker[p] tel que K(ÇW) =K([p]W). 



Démonstration. Soit t 6 Gal(Q/K([p]W, ( p )). Montrons que K(W,( P ) est 
globalement stable sous-l'action de r. Pour cela, il suffit de montrer que t{W) 
est définie sur K(W / , Ç p ). On a : 

[ p ]t(W) = T (\p]W) = [p]W. 

Il existe donc £ G ker[p] tel que t(W) = £W et t(W) est définie sur K(W, Cp)- 
L'extension ( p ) Ç K(W 7 ( p ) est donc galoisienne. D'autre part, si l'on 

considère l'application : 

0: Ga,l(K(W,( P )/n\p]W,( P )) — > ( kcr[pl /k CT [ P ]nG w ) 

r — ► | 



5 



on vérifie aisément que 4> es t bien définie et que c'est un morphisme injectif. 
Ainsi GalÇK(W, ( p ) /K([p]WXp)) est isomorphe à son image par <f> et donc est 
abélien. La première partie du lemme et donc démontrée, passons à la seconde. 
Remarquons d'abord que, par hypothèse, 

K([p]W) ç K(W) ç K(W,( P ) = K(tp]W,C P ). 

Si K(W) = K([p]W) le résultat est trivial. Supposons donc que K([p]VK) C 
K(VK). Soit a un générateur du groupe cyclique 

G = Gal(K([p]W,C P )/K([p}W)) 

et notons à un de ses prolongements à Q. Comme à fixe K([p]W) et a fortiori 
Q(\p]W), on a : 

\p]à(W) = à([p]W) = [p]W. 

Il existe donc £ G ker[p] tel que â(W) — ÇW . 

Montrons que cr(£) ^ £. Si £ = (1, . . . , 1) alors à(W) = W et Q(W) est 
stable sous l'action de G; on en déduit que K(W) = K([p]W). Par ailleurs, si 
£7^ (1, . . . ,1) et a$, — £, alors K(£) = K(Ç P ) est stable sous l'action de G; il 
s'en suit que G est réduit à l'identité et K([p]V^) = K([p]W^ Ç p ) ; a fortiori on a 
encore K(W) = K([p]W). Dans les deux cas, on obtient une contradiction avec 
l'hypothèse K(W) ^ K(\p]W). 

On a donc cr(£) = | A , avec A £ Z et A ^ 1 mod p. Soit m une solution de la 
congruence 

(A - l)u + 1 = mod p 

et soit £ := On a : 

à(ÇW) = a(Ç)â(W) = i Xu+1 W = ÇW, 

ce qui montre que Q(ÇW) (donc K(£W)) est stable sous l'action de G, et ainsi 
K(£W) Ç K([p]W). D'autre part, [p](C^) = \p]W, donc ces deux corps sont 
égaux, ce qui achève la démonstration. □ 

3 Réductions 

Soit L une extension abélienne de Q. D'après le théorème de Kronecker- 
Weber, L est contenu dans une extension cyclotomique de Q. Soit m G N* 
minimal tel que L Ç Q(£ TO ). Si p est un nombre premier, on note e p (L) son 
indice de ramification dans L et ép(L) la puissance maximale de p divisant m. 
On définit également 

ë(L)= y, tew- 1 )- 

p premier 

Remarquons que si L' Ç L sont deux extensions abéliennes de Q alors ë(L') < 
ê(L). 
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Pour démontrer le théorème 11. 51 on raisonne par l'absurde. Supposons donc 
qu'il existe L une extension abélienne de Q et W une hypersurface géométrique- 
ment irréductible de non de torsion tels que le théorème 11.51 soit faux : 



û m c c{n) ( l ° MW) V (1+6( " +1)) 



(3.1) 



Nous pouvons supposer de plus que le degré S := \L(W) : L] est minimal 
dans 113. lf> . i.e. pour toute hypersurface géométriquement irréductible W qui 
n'est pas de torsion et telle qu'il existe une extension abélienne L' de Q vérifiant 
[L'(W) : V] < S, on a : 

-(l+6(ri+l)) 



c(n) 



log2wL,(W") 



uiuiW) Vloglog5w L ,(^') 
Remarquons ensuite que la fonction 

log(2(deg^)i) \ 1+6 (™ +1 ) 



(3.2) 



' k loglog(5(degW)t), 

est croissante sur [l;+oo[, De plus, pour tout C G (G^ l ) t0 rs , on a &eg(Ç,W) = 
deg(W) et ji ess {ÇW) — jl ess (W). En particulier, 113. lj) et 113. 2 jl impliquent que 
pour tout C G (G^)tors et toute extension abélienne L' de Q, on a : 

[L'(CW) : L'] > S. (3.3) 

Enfin, soit A l'ensemble des extensions abéliennes L' de Q telles qu'il existe 
C e (G™ )tors vérifiant [V(ÇW) : V] = ô. Soit 

ë := min ê(L). 

Quitte à remplacer W par QW pour un certain £ G (GJJJtors et L par h' E A 
nous pouvons supposer que L vérifie les deux conditions suivantes : 



[L(W) : L] = 5 



(3.4) 



ê(L) = ë 

De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme suivant 

L(W) 



Q(W) 



(3.5) 




L n Q(W) 



7 



Étant donné que L n Q(W / ) est une extension abélienne de Q et que 

ê(L n Q(W)) < ê(L) = ë, 

on a ê(L n Q(W)) — ë. Cela nous permet de supposer, quitte à remplacer L par 
LnQ(W) que L Ç Q(W), i.e : 

Q(W) = L(W). (3.6) 

Remarquons enfin que l'on peut également supposer que : 

VC 6 (G^) torB , ®(CW)CQ(W)^Q(CW)=Q(W). (3.7) 

En effet, s'il existe £ tel que Q(CW) C Q(W), nous avons L(CVK) Ç L(W), ce 
qui implique nécessairement fnar 13.31) L(£W) = L(W) = Q(VF). Nous avons 
ainsi le diagramme suivant : 



Q(W) 




Lr\Q(ÇW) 



Q 

Par le même argument, nous pouvons donc remplacer W par ÇW et L par 
IL n Q(CW'). Nous pouvons itérer ce procédé, jusqu'à obtenir Ij3.7l) (nombre 
d'itérations fini car le degré décroit strictement à chaque étape). 

Ainsi, nous considérons désormais une hypersurface géométriquement irré- 
ductible W qui n'est pas de torsion et une extension abélienne L de Q contenue 
dans Q(W) qui satisfont IQ, ES, ESI, 129 et 

Notations. Soit m G N*. Dans toute la suite, nous noterons par V m la variété 
définie par : 

v m = U H^(^) = [rojW 1 . (3-8) 

crGGal(Q/L) 

On définit également un ensemble de premiers "exceptionnels" : 

£exc(Vi) = {p premiers, p \ IGvJGy^}, 

et on note V son complémentaire dans l'ensemble des nombres premiers. Enfin, 
nous noterons s la dimension du stabilisateur de W. 
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Lemme 3.1. Soit p G V . Alors : 

i) p ne divise pas \G\y/Gy / \, 
ii) h(\p}W)=h(W), 
m) deg(V p )=p n - 1 - s Lu h (W). 

Démonstration, i) On montre facilement que Gw Q Gv x et G^ = G y . Ainsi 
Gw/Gw est un sous-groupe de Gv 1 /G Vi et p ne divise pas \Gw/G^y\. 

ii) Il suffit de montrer que L([p]W, ( p ) = h(W, ( p ) : le lemme lTTl nous indique 
alors l'existence de Ç G ker([p]) tel que L(£W) = L([p]W). Les conditions 

et ll.'î.4ll faite sur W nous donnent ainsi : 

S = [h(W) : L] > [L([p]W) : L] = [L(ÇW) : L] > ô. 

On en déduit que L([p]W) = L(W). 
Considérons l'extension abélienne 

U\p]W,Ç p ) ÇL(W,C P ) 

et supposons qu'il existe un élément a ^ Id dans Gal(L(W, £p)/L([p]W, Cp)) et 
notons à un de ses prolongements à Q. On a 

[p]âW = â[p]W = \p]W 

donc il existe | G ker[p] différent de (1, . . . , 1) tel que â(W) — $,W . Soit r G 
Gal(Q/L) ; il existe l G Z tel que que t -1 ^ = £ . On a alors, comme cr(£) = £ : 

£r(W) = r(^lf) = (t o â l )(W). 

Donc | G Gy 1 . Mais comme = G^y et er 7^ Id, on a £ G' G v On en 
déduit quep divise \Gv 1 /G Vi \, ce qui est absurde. On a donc bien L([p]W, Ç p ) — 
L(W, Cp) et le point (ii) est établi. 

iii) Le point précédent nous assure que [p]W et W ont le même nombre 
(= [L(W) : L]) de conjugués au dessus de L. D'où : 

àeg{V p ) = [h(W) : L] deg([p]W). 

Or, d'après (i), | ker[p] n G w /G° w \ = 1. Donc deg([p]W) = p"- x - s degW, et la 
preuve du lemme est achevée. 

□ 



4 Lemmes pour l'extrapolation 

Lemme 4.1. Soit p un nombre premier. Soit (p) = (ni ■ ■ ■ TT r ) ep ^ la décom- 
position de (p) dans (\,. Alors il existe un élément <f> p du groupe de Galois 
Gal(h/Q) tel que pour tout entier algébrique 7 G L : 

7 P — <f>p7 = mod 7Ti • • • 7r r . 
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Démonstration. Voir [AZOOj, Lemme 3.1. 



□ 



Lemme 4.2. Soitp G V . Alors il existe un sous-groupe H p de Gal(L/Q) d'ordre 

\H P \ > min{e p (L),p} 
tel que pour tout entier algébrique 7 G L, pour tout a G H p , on ait : 

Y - crj p = mod pO L . (4.1) 
De plus, pour tout prolongement r G Gal(Q/Q) de a G H p \{Id}, on a : 

t[ P ]W ^ [p]W. 

Démonstration. Si p n'est pas ramifié dans L alors e p (L) = 1 et H p = {Id} 
auquel cas le lemme est trivial. Si p est ramifié dans L alors p est également 
ramifié dans Q(Cm), donc p\m. Notons G p :— Gal(Q(C m )/Q(Cm/p)) Q m es t cy- 
clique d'ordre p si p 2 \m, d'ordre p — 1 sinon. Par minimalité de m, L n'est pas 
stable sous l'action de G p donc G p induit par restriction un sous-groupe non 
trivial H p de Gal(L/Q). Si p 2 \m, alors nécessairement \H p \ = p. Si p 2 \ m, alors 
\Hp\ I (p ~ 1) et l-ffpl > e p (L) car p n'est pas ramifié dans Q[Ç m /p)- 

Soit 7 e L un entier algébrique. En particulier, 7 est un entier de Q(Cm), 
donc s'écrit 7 = /(Cm), avec / G Z[X]. Soit cr G iï p . Cet automorphisme est la 
restriction à L d'un certain à G G p . Comme Q(Ç m / p ) est stable par l'action de 
à, on a cr(£ m ) = C m - On obtient ainsi, à l'aide du petit théorème de Fermât : 

àl p = àf(( m ) p = vf(&) = /(C m ) = 7 P mod pZ[Ç m }. 

Ce qui, par restriction à L, nous donne (14. 1|) . 

Enfin, soient cr G H p \{Id} et r G Gal(Q/<Q>) un prolongement de a. Sup- 
posons que r[p]ty = \p]W. Ceci équivaut à dire que Q([p]M / ) est stable sous 
l'action de r. Notons E le sous-corps de L fixé par a. On a alors Q([p]T4 7 )nL C E 
donc E([p]W / ) n L = E. Par un argument galoisien, les «cotés» opposés du dia- 
gramme suivant ont même degré : 



H\p]w) 




(E =)LnE([p]W) 



Q 
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On en déduit : 

[L([p]PF) : E([p]W)] = [L : E]. 
De plus, par le lemme l3~D et, l'égalité H3.6|) . on a 

U[p]W) = h(W) = Q(W). (4.2) 

Ainsi [Q(W) : E([p]W)} = [L : E]. D'une part, comme E C L (sinon a = Id), on 
a [L : E] > 1. D'autre part, comme l'extension L/E est galoisienne, 

[L : E] = | Gal(L/E)| = ordre(r) < \H P \ < p. (4.3) 

On a donc l'encadrement : 

2 < [Q(W) : E([p]W)] < p. (4.4) 

Nous allons montrer que ce degré est exactement p. Pour cela considérons une 
racine primitive p ieme de l'unité, Ç p , et les extensions cycliques Q{W, Cp) /Q(W) , 
E([p]WXp) /E([p]W) et Q([p]W,C P )/Q([p]W) dont le degré divise p - 1. Remar- 
quons que l'on a (c/ (J2jl) : 

Q([P]W, Cp) C EfltfW, C P ) Ç L([p]Wi C P ) = UW, Cp) = Q(W, C P ). 

Par ailleurs, par le lemme l2~Tl l'extension Q(W, Cp)/Q([p]Wi Cp) est abélienne de 
degré une puissance de p. Il en est donc de même pour l'extension intermédiaire 
Q(W,Cp)/E{]p]W,Cp). Supposons que Q(W,( P ) = E(\p\W,Ç p ). On a 

EfltfW, Cp) ç E(W, Cp) ç L(W, Cp) = Q(W, Cp) 

donc E(W,Cp) — E([p]W, Cp). Le lemme Il2.ll! implique alors l'existence d'un 
C e ker[p] tel que E(C^) = E([p]W). Ainsi : 

Q(CVF) C E{CW) = E([p]W) C L([p]W) = h(W) = Q(W). 

L'hypothèse l|3.fijl faite sur W implique que ces quatre corps sont égaux ; en par- 
ticulier Q(W) = E([p]W), ce qui est impossible d'après UAl . Donc [Q(W, Cp) : 
E([p] W, Cp)] — P a ave c a > 1. Ainsi p divise : 

[Q(WX P ) : HIpW)} = [Q(W,Cp) : Q(W)][Q(W) : E(\p]W)]. 

Or [Q(W, Cp) : Q(W)] divise p — 1 ; le lemme de Gauss implique donc que p 
divise [Q(W) : E([p]W)]. L'encadrement H4.4II nous indique alors que 

[Q(W):E([p]W)]=p. 

On a ainsi montré que [L : E] = [Q(H^) : E([p]VK)] = p. On déduit alors 
de 114.311 que le cardinal de H p est p. Il en est donc de même pour G p . Notons 
q := èp(L) et fixons une g ieme racine primitive de l'unité Q = Cm • Comme 
E(Cg) Q Q(Cm), le groupe de Galois G p induit par restriction un sous-groupe 
non trivial de Gal(L(C ? )/Q), qui est nécessairement cyclique d'ordre p. Notons 
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F le corps fixé par ce sous-groupe et p un générateur de Gal(L(£ 9 )/F). Alors 
E Ç F et 

pÇq = C P Cç (4.5) 

où Cp est une racine primitive p leme de l'unité. 

Nous allons montrer qu'il existe C £ (G") iors tel que F(ÇW) Ç F([p]W). 
Nous pouvons supposer que F([p]W / ) C ¥(W), sinon notre affirmation est triv- 
iale ; donc F([p] W) C L(W, Ç q ). De plus, par un argument galoisien, on a [L([p] W, Ç q ) : 
VQp]W)] qui divise [L(C,) : F] = p. Or U\p]W,Q) = L(W,£ 9 ), donc : 

PL(W,C,) : ¥([p]W)} = mip}WX q ) : ¥(\p]W)}=p. 

En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restriction : 

r : Gal(UW,Ç q )/F(\p}W)) -> Gal(L(C 9 )/F) 

est un isomorphisme de groupe. Soit p un générateur de Gal(L(W, £g)/F([p]W)). 
Il existe alors £ = (Ç£ 1 , . . . , Cp n ) G ker[p] tel que : 

pW = £W 

et, par 114.511 : 

Kq = CpCq- 

Si on pose C = (Cg~ ai j • ■ • X q an ), alors on a : 

p(Cw) = p(Op(w) = (C ai C"v • -,(; a "(r")^ = <^ 

Ainsi CVF est stable sous l'action de Gal(L(W, C«)/F([p]W)), ie. F(CVF) Ç 
F([p]W). 

On en déduit que : 

[F(CW) : F] < [¥([p]W) : F] < [E(|p]W) :E}=5. 

Or, comme F Ç Q(£ m / P ), on a ë(F) < ê(L). On vient ainsi de contredire l'hy- 
pothèse i'i.ôll faite sur W, ce qui achève la démonstration du lemme. □ 

5 Construction de la fonction auxiliaire 

Soit S un sous-espace vectoriel de de dimension d. On définit la hauteur 
h 2 de S comme le fait Schmidt (voir jSchfllj . ch.l, §8) par : 

h2(S) = ^ [ ^f^Alo g \\ Xl A...Ax d \\ v 

où Xi, . . . , Xd est une base de S sur un corps de nombre F quelconque sur lequel 
S est rationnel, et || • ||„ est la norme du sup si v est ultramétrique, la norme 

euclidienne sinon. Pour x G Q , nous noterons, par abus de notation, h,2(x) la 
hauteur du sous-espace engendré par x. 

Nous énonçons maintenant un théorème permettant de construire une fonc- 
tion auxiliaire dont le degré et la hauteur sont contrôlés. 
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Théorème 5.1. Soit V une hyper surface de <G^ de degré f2. Soient L et T 
deux entiers naturels non nuls tels que L > ÇIT. Alors, pour tout s strictement 
positif, il existe un polynôme non nul F G Q[Xi, • • • , X n ] à coefficients entiers 
algébriques, de degré inférieur ou égal à L, identiquement nul sur V à un ordre 
supérieur ou égal à T tel que : 

h 2 (F)<r((T + n)log(L + l) + L(îi ess (V)+e)) + ^log f^™) 

/L+n\_(L-aT+n\ 

avec r = "^-{_ s \ r+ "^ — - et où, par définition, la hauteur d'un polynôme est la 
hauteur de la famille de ses coefficients. 

Démonstration. Nous noterons encore V l'adhérence de Zariski de V dans 
P„. Soit P G Q[-X"oj • • ■ ,X n ], homogène, qui engendre l'idéal associé à V (on 
a degP = SI). L'ensemble E des polynômes homogènes de Q[Xo, • • ■ , X n ] de 
degré L identiquement nuls à un ordre > T sur V est constitué des polynômes 
G.P T où G G Q[Xo, ■ ■ • , X n ] est homogène de degré L — flT. Si on y ajoute le 
polynôme nul, c'est un Q-espace vectoriel de dimension ( L ~ n ^ +n ) ■ 

La démonstration est alors exactement celle du théorème 2.2 de [AD03| où 
l'on a substitué E U {0} à [^ {t) ]l et H(<$ {T) ;L) à ( L + n ) - ( L ^ +n )- Nous 
obtenons ainsi un polynôme F à coefficients algébriques qui satisfait les pro- 
priétés voulues. Quitte à multiplier F par un entier algébrique (ce qui ne modifie 
en rien sa hauteur) , on peut supposer que F est à coefficients entiers algébriques, 
ce qui donne le résultat souhaité. □ 

Corollaire 5.2. Soit V une hypersurface de GJ^ de degré Q, qui n'est pas de 
torsion. Soient L et T deux entiers naturels non nuls tels que L > 2QT. Alors 
il existe un polynôme non nul F G Q[X\,--- ,X n ] à coefficients entiers al- 
gébriques, de degré < L, nul sur V à un ordre > T tel que : 



h 2 (F) < " J /"" ((T + n) log(£ + 1) + 2L[i e8a (vj) + | log(L + 1). 

Démonstration. Comme V n'est pas de torsion, il suffit d'appliquer le 
théorème précédent avec e = fi ess (V), d'utiliser l'inégalité < {L + l) n 

et de remarquer que si L > 2S17 1 , on a : 

□ 



6 Extrapolation 



Nous utiliserons à plusieurs reprises un lemme d'approximation qui permet 
d'exhiber un «dénominateur commun» local : 
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Lemme 6.1. Soient K un corps de nombres, 0k son anneau d'entiers et v une 
place ultramétrique de K. Soit a = (a%, . . . ,a n ) G K™. Il existe alors (3 G 0k 
tel que : 

(pa u ...,f3a n )eO K n 
et \(3\ v = max{l, \a x \ v , |a„| t ,} _1 . 

Démonstration. Voir |AD99j . lemme 3.2. □ 

Proposition 6.2. Soit p un nombre premier et soient T\ et L\ deux entiers 
naturels non nuls. Supposons qu'il existe un polynôme non nul F\ à coefficients 
entiers algébriques, de degré au plus L\, identiquement nul sur V± avec mul- 
tiplicité supérieure ou égale à T\ . Soit v une valuation sur Q qui prolonge la 
valuation p-adique. Alors, pour tout a £ W et pour tout r qui prolonge & p , on 

\F[(a*)\ v ^p-^/^WaiaiU,.-. ,\a n \ v } pLl . 

Démonstration. Si pO^ = (ni ■ ■ ■ Tr r ) ep ( L \ notons Q l'idéal tt\ ■ ■ ■ n r . Soient 
a G W et t G Gal(Q/Q) qui prolonge <£> p . D'après le lemme iïTTl il existe une 
équation réduite / G 0jl[-X"] de V\ telle que |/ T |„ = 1. 

Par le petit théorème de Fermât et le lemme l4~Tl on a : 

f(xy = f(X p ) mod QO L [X}. 

En utilisant de nouveau le lemme lïïTTl il existe rj G 0q( q ) tel que : 

r]ai, . . . ,rja n G 0q( q ) 
et \t}\ v = max{l, \ax\ v , a TÏ |«} _1 ■ 

On a alors : 

|rçP dBg tf>/ T (a p )|„ = \r] pdcë{f) f(a) p - V pdcs( - f) f T (a p )\ v < p- 1 /^. 

Donc 

\r(c?)\v < p- 1/e - (L) max{l, \ ai \ v , . . . , \a n \ v } p dceif) . 

Comme F\ est à coefficients entiers algébriques et \f T \ v = 1, nous avons la 
factorisation F\ = q ■ f Tl avec \q T \ v < 1. Ainsi : 

\F[(a p )\ v < p- T '/ e '« max{l, | ttl |„, . . . , \a n \ v } pLl . 

□ 



Dans le cas où la ramification est «grande», l'étape d'extrapolation est dif- 
férente. Nous devons au préalable établir un lemme technique. 

Notation. Soit n G N* et / un polynôme. Nous noterons f n le polynôme dont 
les coefficients sont obtenus en élevant ceux de / à la puissance n. 
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Lemme 6.3. Soient p un nombre premier, K un corps de nombres et 0k son 
anneau d'entiers. Soient / G O k [X] et Ç G ker[p]. Alors ]J P Zo f(C j X) G K [X] 
et 

p-i 

;j/:C'.V; modp0 K [X]. 



Démonstration. Soit Ç p une racine primitive p-ième de l'unité. Il existe 
(ai, . . . , a n ) G N" tels que C = (Cp 1 , ■ ■ ■ ! Cp")- n P eu t alors écrire le produit 
rij=o comme un résultant : 

p-i 

f(c J x) = Resy (/(r ai x 1; . . . , r a -x„), y? - i). 

3=0 

Ceci implique que ce produit est un polynôme à coefficients dans 0k- De plus, 
modulo pOk[X], on a 

p-i 

Y[f(Ç J X) = Re SY (f(Y^X 1 ,...,Y^X n ),(Y-l)P) 

3=0 

= f P (x p ), 

ce qui nous donne la congruence annoncée. □ 



Lemme 6.4. Soient p G V, v une place de 0l au dessus de p et t g Gal(Q/Q) 
tel que til G H p . Il existe alors un polynôme g G 0l [X] tel que : 

i) g est une équation réduite de V p , 

a) \g T \v = 1, 

iii) Il existe t G N* tel que g{X p ) = f {pt) (X pt ) mod pQj\X], 
où / G 0l[-X"] est une équation réduite de V\. 

Démonstration. Considérons l'ensemble algébrique suivant : 

\P)~% = |J CVi = |J CVi (6.1) 

Cekcr[ P ] Cew 

où H est le groupe quotient défini par : 

= ^^/kerMnGvi) • 

(Remarquons que la variété C,V\ pour £ £ W est bien définie car celle-ci ne 
dépend pas, par construction de H, du représentant de C choisi dans ker[p].) 
Dans le dernier membre de l'égalité IJ6.1I1 . la réunion est constituée d'hypersur- 
faces n'ayant aucune composante irréductible commune. En effet, d'une part 
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la réunion est faite modulo le stabilisateur de V\, ce qui nous assure que pour 
deux éléments distincts C et £ de 7i, on a £Vi ^ ÇV\ ; d'autre part, pour tout 
plongement a : L(W) <^-> Q qui fixe L, on a G ct (vk) Q Gvi , et donc de même 
Ça(W) ^ (^(VF). Enfin, si l'on suppose l'existence de a et â deux plonge- 
ments distincts de L(VF) dans Q tels que cr| L = ôïjl = et pour lesquels on a 
Ça(W) = Ç<j(W) (avec Ç,, Ç G ker[p]), ceci implique, par multiplication par p, 
que c([p]W) = cr([p]W), ce qui est impossible car h(W) = h([p]W) (c/lemme 

EU- 

Soit / G Ol[-^] une équation réduite de V\ telle que \f T \ v = 1 (cf proposition 
16.211 ; on pose 

h(X) := [] f(CX) 

où l'on choisit pour chaque terme du produit un représentant de la classe d'équiv- 
alence. Alors, d'après ce qui précède, on a h est une équation réduite pour 
[p] _1 V^. En effet, soient s la dimension du stabilisateur de Vi et Cir ■ ■ ; Cn-s 
une base d'un supplémentaire de ker[p] n Gv ± dans ker[p]. Posons : 

h(x) = n /(C--C-/X). 

(ai,...,a„_ s )e(Z/pZ)' l - s 

Grâce au lemme précédent et par récurrence, on a : 

heO h [X] et h(X) = f pn -s(X pn ~ a ) mod P O h [X}. (6.2) 
Par ailleurs, on a également : 

Ç£kcr[p] 

et pour tout C G ker[p], 

n /(ccx) = (f(cx)f . 

CekerlpJnGi/j 

On en déduit que h{X) p G 0l[X p ]. Comme h n'est pas un monôme (h définit 
une sous-variété de GJJJ, on a également h G 0\\X P ]. On définit alors g par 

= h(X). 

Ainsi, g est à coefficients dans Ol et est une équation réduite de V p ; par con- 
struction, ayant choisi / tel que |/ T |„ = 1, on a également \g T \ v = 1; enfin, 
comme s < n — 2, la congruence 116.211 nous assure le point (iii). □ 
Proposition 6.5. Soit p <EV et soient T2 et L2 deux entiers naturels non nuls. 
Supposons qu 'il existe un polynôme non nul F2 à coefficients entiers algébriques, 
de degré au plus L2, identiquement nul sur V p avec multiplicité supérieure ou 
égale à T<x- Soit v une valuation de Q qui prolonge la valuation p-adique. Alors, 
pour tout a G W et pour tout r qui prolonge un élément H p , on a : 

\fZ(a?)\ v <p- T2 max{l, ■• ,\a n \ v } pLa . 
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Démonstration. Soient a. G W et t g Gal(Q/Q) tel que t]l £ -Hp. On suit 
alors exactement le même raisonnement que dans la preuve de la proposition 
16.21 en substituant le polynôme g construit dans le lemme précédent à /, l'idéal 
(p) à Q, et en remarquant que : 

g T (X p ) = {f pt ) T (X pt ) mod P O h [X] (lemmeEl 
= f p t(X pt ) mod pO L [X] (lemme El 

= f(xf moàpOtXX}. 

□ 



7 Démonstration du théorème 

La démonstration suit le schéma classique d'une preuve de transcendance : 
nous construisons tout d'abord une fonction auxiliaire s'annulant avec forte 
multiplicité sur une certaine variété (étape d'interpolation) ; puis nous en dé- 
duisons l'annulation de cette fonction sur une variété de «grand» degré (étape 
d'extrapolation) pour aboutir à une contradiction. 

Dans toute la suite, nous noterons c,-, i G N, des constantes strictement 
positives ne dépendant (éventuellement) que de n. Nous noterons également 
C une constante (ne dépendant éventuellement que de n) strictement positive 
suffisamment grande afin que les inégalités ci-dessous soient vraies. Enfin, pour 
alléger les notations, on pose : 

A(W)- lo ^(W)) 



log log(5w L (W0) 
Nous fixons maintenant deux paramètres : 

N = C 9 A(W0 5 log(2u; L (W0) 
et E = C 3 A(W) 2 . 

Soit A l'ensemble de nombres premiers p G V tels que N/2 < p < N. Le 
lemme suivant nous renseigne sur le cardinal de A. 

Lemme 7.1. On a 

N 

1 1 - Cl logC-loglog(5 WL (W0)' 

Démonstration. Par le théorème des nombres premiers, il existe C2 > tel 
que l'ensemble des nombres premiers compris entre N/2 et N soit de cardinal 
supérieur à 

N N 

° 2 log N " C3 logC-loglog(5w L (W0)' 

Par ailleurs, il y a au plus log(|GVi / (*Vi | ) / log 2 premiers qui divisent |GVj / 
et l'on a : 

\G Vl /G° Vi \ < deg(G Vl ) < deg^)" = 
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Nous pouvons ainsi majorer le cardinal de E exc (Vi) : 

fi 

1^(^)1 < — -loguj^W). 
Il existe donc une constante c\ telle que le lemme soit vrai. □ 

Notons maintenant Ai l'ensemble des premiers p <E A tels que e p (L) < E et 
A 2 son complémentaire dans A. Nous distinguons alors deux cas. 

7.1 Une majorité de premiers de A sont «peu» ramifiés. 

Supposons en effet que 

ci N 

1 11 " 2 logC-loglog(5ut(W0)' 

Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres suivants : 

Li = [C 8 u h (W)A(W) e ] et Ti = [C 4 A(W) 3 ] . 

L'étape d'interpolation consiste en la construction d'une fonction auxiliaire 
de petite hauteur s'annulant avec forte multiplicité sur Vi : 
Proposition 7.2. // existe un polynôme non nul F% à coefficients entiers ra- 
tionnels de degré < L\, nul à un ordre > T\ sur Vi et tel que : 

h 2 {F l ) < c 4 logC • Iog(2wL(W)). (7.1) 

Démonstration. Remarquons tout d'abord que l'on a : 

flessiVx) = fi ess {W) et deg(Vi) = ul(W). 



Ainsi Li > 2deg(Vi)Ti. Le corollaire 15.21 nous indique alors l'existence d'un 
polynôme non nul F\ à coefficients entiers algébriques, de degré < L±, s'annulant 
sur V\ avec multiplicité > T\, tel que : 

h 2 (F 1 ) < ^^p^((Ti + n)log(L 1 + l) + 2i 1 A ess (M/)) +^log(L 1 + l). 

Grâce aux choix des paramètres et à la majoration H3.1J1 de jj, e ss(W), on a : 
h 2 {F 1 ) < c 5 logC ■\og(2u; L (W))+c 6 C i u; L (W)A(W) :i fi ess (W) 

< c 5 log C ■ log(2w L (VF)) + c 6 C 4 c(n)A(W) 2 ' 6{n+1) . 
Si c(n) < C~ 4 log C, on a alors : 

h 2 {F 1 ) <c 4 logC- log(2wL(W0). 

□ 

La fonction auxiliaire ainsi construite s'annule alors sur des conjugués de 
multiples de W : 
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Proposition 7.3. Avec les notations précédentes, F\ est nul sur les r 
pour tout p G Ai et tout t G Gal(Q/Q) qui prolonge & p . 

Démonstration. Supposons qu'il existe un premier p G Ai et un automor- 
phisme r G Gal(Q/Q) qui prolonge $ p tel que F[ ne soit pas identiquement 
nul sur [p]W. Alors il existe a G W de hauteur inférieure à 2fi ess (W) tel que 
F[(<y. p ) ^ 0. Soit F un corps contenant les coefficients de F[ et ex. Soit v une 
place de F. Alors, par la proposition Ifi, 21 

siv\p, \FÏ(aP)\v < p- T ^ e ^ max{l, \ ai \ v , \a n \ v } pL \ 

Par ailleurs, on a les majorations usuelles : 

si v| oo, \F[(a p )\v < |Fi T | î ,(Li + l)"max{l,|ai|„...,|a„|4î' il 
siwfoo, \F[{a p )\ v < max{l, \a x \ v , . . . , \a n \ v } pLl . 

La formule du produit donne alors : 

= WTm £ Wv.Wog\Fl{ a v)\ v 

< t^t logp + pLih{a) + h{Fi) +nlog(L + 1). 

e p (L) 

En utilisant le fait que e p (L) < E 1 puis les inégalités 117, 1|) (en remarquant que 
M-Fi) < h 2 (F 1 )) et (E3Jl, on obtient : 

Ti AT 

< -^!ogy + 2NL 1 fi ess (W) + h 2 {F 1 ) + n\og(L + l) 

< -c 7 C log(2^ L (T^)) + 2c s C 17 u h {W)A(W) 11 log(2u^(W))fl ess (W) 

+c 6 log C • log(2w L (T^)) + c 9 log C • log(2w L (W^)) 

< -ci Clog(2 WL (^)) + c 8 C 17 c(n)A(iy) n - 6 ( n+1 ) \og(2w^{W)) 

Si c(n) < c§ cioC 16 , on aboutit alors à une contradiction. □ 
On déduit de cette proposition que Fi s'annule sur : 

ïi--= U U r_1 Hw. 

peAi Ti([p]w)^e 

T |L = *P 

Par ailleurs, d'après le lemme IÏÏ7Ï1 si p G Ai, on a : 

pL(|j»]W) : L] = [L(W) :L]=Ô. 
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Il existe donc exactement S morphismes distincts r : L([p]W) Q qui prolon- 
gent <J> P . De plus, le lemme 2.3 de [AD99 assure que si p ^ q et si n et T2 sont 
deux éléments de Gal(Q/Q), alors n([p]W) 7^ r 2 ([g]W). D'où : 

degVi = Y, 5àeg(\p]W) 
peAi 

= X p n_1_s 5degW 
peAi 



> |Al|WL(W)ly 

- Cll i — ?r-j — ï — 71 — tttttt^iXWO 

logC • loglog(5w L (W0) 

logC • loglog(5w L (W)) 

C r 

- Cll î — F^ 1 ' 

logC 

ce qui constitue une contradiction (pour C assez grand) puisque F\ est nul sur 
Vi et deg.Fi < L\. 

7.2 Une majorité de premiers de A sont «beaucoup» ram- 
ifiés. 

Supposons maintenant que 

ci N 



|A 2 | > 



2 logC7-loglog(5w L (^))' 
Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres suivants : 



L 2 = 



C 9{n - s)+2 uj Ij (W)A(Wf {n - s)+2 ] et T 2 = [CA(W)} 



et nous considérons l'ensemble algébrique U, réunion d'hypersufaces : 



U= U V p . 

péA 2 



Grâce au lemme l3~D : 



N n-a 

degU< |A 2 |Ar"- 1 - s ^ L (^) < ci 2 mTT ^(^) 

log (7 • log log 5wl(Wj 

et 

fi ess (U) = max ji es s ([p]W ) < Nft ess (W). 

pSA2 

Comme dans le cas précédent, 
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Proposition 7.4. Il existe un polynôme non nul F 2 à coefficients entiers ra- 
tionnels de degré < L 2 , nul à un ordre > T 2 sur U et tel que : 

h 2 (F 2 ) < ci 3 logC • Iog(2wL(W0). (7.2) 

Démonstration. On a L 2 > 2T 2 ■ àegU. D'après le corollaire 15.21 il existe 
donc un polynôme non nul F 2 à coefficients entiers algébriques, de degré < L 2 , 
s 'annulant sur U avec multiplicité > T 2 , tel que : 

2 n+1 To dee U / \ n 

h 2 (F 2 ) < L ^ & ^T 2 +n)\og(L 2 + l) + 2L 2 Nf less (W)j +-log(L 2 + l). 

Grâce aux choix des paramètres et à la majoration l.'i.lll de fi ess (W), on a : 

h 2 (F 2 ) < ci 4 logC-log(2cJ L (W)) 

+c 15 C 1+ ^ n+1 ^Lu h (W)A(W) 1+ ^ n - s+1 ^f, ess (W) 

< c 14 logC • log(2wL(W)) + c 15 C 1+9 ^c(n). 
Si c(n) < C-( 1+9 ("- s+1 » logC, on a alors : 

h 2 (F 2 ) < ci 3 logC • log(2WL(W)). 

□ 

Passons maintenant à l'extrapolation : 

Proposition 7.5. Avec les notations précédentes, F 2 est nul sur les r[p]W poitr 
ioi/i peA 2 et tout r e Gal(Q/Q) ieZ 

Démonstration. Supposons qu'il existe un premier p € A 2 et un automor- 
phisme t g Gal(Q/Q) qui prolonge un élément de H p tel que ne soit pas 
identiquement nul sur [p]W. Alors il existe a G W de hauteur inférieure à 
2fi ess (W) tel que i 7 J(ct î ') ^ 0. Soit F un corps contenant les coefficients de F£ 
et a. Soit w une place de F. Alors, par la proposition 16.51 

siv\p, \F2{a p )\ v < p~ T2 max{l, \a 2 \ v , . . . , \a n \ v } pL2 . 

La formule du produit donne alors : 

= WTq] E [F^Q^loglF^a^l, 

< -T 2 \og p + pL 2 h{a) + h(F 2 ) + n\og(L + 1). 
En utilisant les inégalités 117. 2J1 et H3.ll) . on obtient : 

N 

< -T 2 log- + 27VL 2 A ess (W)+/i 2 (F 2 )+nlog(L + l) 

< -c 17 Clog(2u h (W)) 

+c 1 sco h (W)C 2+ ^ n - s+1 '>A(W) 1+6 ^- s +^ log \og(5Lu h (W))fi ess (W) 

< -c 17 Clog(2uj L (W)) + c 18 C 2 + 9( - n +^c(n)\og\og(5uj L (W)). 
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Ce qui constitue une contradiction dès que c(n) < Cig 1 c\jC ( 1 + 9 (™+ 1 )). n 
On déduit de cette proposition que F 2 s'annule sur : 

ù--= U U t ^ w - 

pEA 2 t:L([ P ]W)'—Q 

x| L eff p 

Soit p G A 2 et soit a S Comme dans le cas précédent, il existe exactement 
S morphismes distincts r : L([p]W) <^-> Q qui prolongent er. De plus, la dernière 
assertion du lemme ^21 assure que si à G H p \{a} et si r et f e Gal(Q/Q) sont 
tels que T|l = cr et 7V = â , alors r([p]W) / f([p]W). Associant cela au fait que 
si p ^ q et si n, r 2 <E Gal(Q/Q), alors ri([p]W) ^ r 2 ([q]W / ), on obtient : 

degÛ = Yl S\H P \àsg{\p]W) 

= utdyV) J2 \H P \P n ^ s - 
peA 2 

Remarquons enfin que : 

|if p | > max(p,e p (L)) > max(N/2,E) > E. 

On a alors : 

degU > u h (W)\A 2 \E (- 

\ogC ■\og\og{ï>u^{W)) 

C _ 

> C2CK 7^2, 

logC 

ce qui est de nouveau une contradiction et achève la preuve du théorème. 
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